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Kilka uwag o szacowaniu kosztow catkowitych

Streszczenie

Do tej pory trwajg spory wsrod ekonomistéw co do postaci analitycznej funkgji
kosztéw catkowitych. W artykule ukazano na przyktadach empirycznych uzyteczne
wykorzystanie metody regresji liniowej do badania postaci analitycznej funkcji kosz-
tow catkowitych w przypadku produkcji jedno - asortymentowej oraz wielo — asor-
tymentowe;.

Stowa kluczowe: koszty catkowite, analiza regresji liniowej

Wiadomosci wstepne

Liczne opracowania o charakterze teoretycznym jak i empirycznym stwierdzaja,
ze zaleznos$¢ miedzy kosztami catkowitymi a wielkoscig produkcji moze przybieraé
rézne postacie analityczne':

C=q0+a,+u (1)
C=0,0" +a,0+a, +u )
C=0,0’+a,0* +a,0+a, +u (3)
C=ae%e". 4)
C=q/logO+)+a,+u (o, >0,0,>0lub a, <0) 5)

Krzywe kosztéw catkowitych w przypadkach (2) i (4) odzwierciedlaja sytuacje
gdy koszty catkowite rosna coraz szybciej a koszty jednostkowe maleja, osiggaja mi-
nimum a nastepnie rosna. Krzywga postaci 5 zaobserwowano w przedsiebiorstwie
transportowo — samochodowym (Z. Hellwig 1969) - tutaj koszty catkowite rosng co-
raz wolniej, a koszty jednostkowe maleja?.

1 J. Hozer, Mikroekonometria , PWE, Warszawa 1993.
2 J. Hozer, Mikroekonometria , PWE, Warszawa 1993.
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Koszty jednostkowe dla kosztéw catkowitych postaci (1) —(4) przyjmujg postac
odpowiednio (6) — (9).

J

C, :g - koszty jednostkowe,

a
C =a + 2+ 6
jzary ¢ (©
a
C =aQ+a,+2 7
s =a0+a +Q+§ 7
C,.=alQ2+a2Q+a3+a—Q“+4’ (8)
C,=a,0'e“Pef (€]

przy ograniczeniach podanych w pracy?:
a, >0,a, 20 -odnosnie funkcji (1),
a, >0,a, 20,0, 20 - odnosnie funkcji (2),
a, >0,a, > 0,a, > 0,2, > 0,c,” < 3,2, - odnosnie funkeji (3),

a, > 0,a, 20 - odnosnie funkcji (4) .

Natozone ograniczenia sg jednak dos¢ trudne w realizacji w przypadku (3) wobec
istnienia punktu przegiecia wykresu funkgji kosztow catkowitych.

| tak mamy*:
—Zg =30,0* +2a,0 +a;,
d*c -a
=60,0+2a, = 0 Q0=—2.
dQZ 0 2 0 3q,

Aby zachodzit warunek :Q>0 w ostatnim rownaniu musi by¢: « >0,e, > 0,a, <0.

Fakt aproksymacji w badaniach empirycznych funkgcji kosztéw catkowitych krzy-
wymi postaci (1) — (5) wynika z tego, ze w praktyce koszty obserwujemy w krétkim
czasie w warunkach gospodarki rynkowej i ostatnia faza ksztattowania sie kosztéw
oznacza najczesciej bankructwo firmy i stosunkowo rzadko jest obserwowana®.

Wykorzystanie analizy regresji liniowej do szacowania kosztow catkowitych
w przypadku produkgji jedno — asortymentowej

Aby znalez¢ relacje miedzy kosztami catkowitymi i wielkoscig produkcji mozna

niejednokrotnie zastosowac analize regresji.

3 A.Barczak, Ekonometryczne metody badania kosztéw produkgji, PWN, Warszawa 1971.
4 ). Hozer, Mikroekonometria , PWE, Warszawa 1993.
5 ). Hozer, Mikroekonometria , PWE, Warszawa 1993.
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Polega ona na jak najlepszym dopasowaniu linii kosztéw do wszystkich obserwa-
cji oraz okresleniu stopnia dopasowania tej linii do tych obserwacji.W tym celu zasto-
sujemy metode najmniejszych kwadratow. W metodzie tej minimalizujemy warto$¢
wyrazenia: )

r=%(C-C.0-Cy 10
szukajac zmiennych obrazujqcyEIh wysokos¢ kosztow statych i jednostkowych
kosztéw zmiennych. Metoda ta polega na takim dobraniu ocen szacowanych para-
metrow, aby suma kwadratow odchylen (tzn. réznic) empirycznych wartosci danej
funkcji od jej wartosci szacowanych byta minimalna.

Warunek konieczny ekstremum, ktoéry jest jednoczesnie warunkiem dostatecz-

nym przyjmuje postac:

al" n

ac. 2;(@ -C.0-C)(-0)=0

ar] n ' (n
8Cx = 2Z(C[ - C,‘zQ 7Cs)(71) =0

i=1

W tym celu rozwiazujemy ukfad réwnan:

i:l ) i=1 ) . (12)
gQ‘C, =C, -Z:;Qf +C, ;Q’

przy zatozeniu, ze dwuwymiarowa zmienna losowa (Q, C) ma rozktad normalny®.
Wtedy regresja C wzgledem Q jak 1 O wzgledem C jest w tym rozktadzie
funkcjg liniowa.

Oznaczenia do uktadu (12):

n — liczba obserwacji,

’Z;]C[ -s —suma obserwacji kosztow catkowitych,

ZQIZ — suma kwadratow obserwacji wielkos$ci produkc;ji,

gQ,ZC, — suma iloczynow wielkoSci produkcji 1 kosztow catkowitych,

¢, —koszty state

¢. —jednostkowe koszty zmienne.

6 Poréwnaj: J. Gren: Statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1987; H. Kowgier: Elementy rachunku prawdopodo-
biestwai statystyki na przyktadach z ekonomii, WNT, Warszawa 2011.

Zeszyty Naukowe ZPSB  Firma i Rynek 1/2012 17




Rozwigzujac uktad (12) wzgledem c¢.ic, otrzymujemy:
C, :lici—cleig=6—cﬂ§ (13)
nig nio
¥0C-Y0XC 3 ©-0XC-0)

= — (14)
nZQﬁ(ZQM Z(QrQ)z

C,.

Aby obliczy¢ odchylenie standardowe zmiennych Q 1 C w probce moze-
my skorzysta¢ z nastepujacych wzorow:

Gy = %iI(Q,-—é)z, EZW (13

Natomiast kowariancja w probce wyraza si¢ wzorem:
€0V(0.0) = 3.(0,~ ), ~O). a6)
Wykorzystujac odchylenie standardowe oraz kowariancj¢ mozemy obli-

czy¢ estymator wspolczynnika korelacji generalnej na mocy wspolczynnika
korelacji » w probce, ktory ma postac:

r=\Jayeacy a7
gdzie  a,. = % s Acp = %QZ’C) - wspolezynniki regresji w probece
c Q

przy czym mamy po podstawieniu za &,,5. Oraz cov(Q,0):

3(0-0)C,-C)
r=— . (18)

\/ﬁ(g—@zi(c, _Cy

Przyktad empiryczny dotyczacy produkgji jedno — asortymentowej

W pewnej firmie produkcje i koszty catkowite w danym roku po uwzglednieniu
inflacji opisuje tabela 1.
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Tabela 1.

Miesige Produkcja ( w sztukach) - O, Koszty catkowite - C,
Styczef 0 =120 C, =9800
Luty 0, =140 C, =10000
Marzec 0, =180 C, =10500
Kwiecien 0, =200 C, =11000
Maj 0, =180 C; = 10500
Czerwiec O =160 C, =10200
Lipiec 0, =140 C, =10000
Sierpien 0O, =180 C, =10500
Wrzesien 0, =200 C, =11000
Pazdziernik 0, =210 C,, =11200
Listopad 0,, =200 C,, =11000
Grudzien 0, =190 C,, =10800

Ir6dto: Opracowanie whasne.

Tabela 2.

Obliczenia pomocnicze.
Q,- in Ci QiCi
0 =120 14400 C, =9800 117600
0, =140 19600 C, =10000 1400000
0, =180 32400 C, =10500 1890000
0, =200 40000 C, =11000 2200000
O, =180 32400 C, =10500 1890000
0, =160 25600 C, =10200 1632000
0, =140 19600 C, =10000 1400000
O, =180 32400 C, = 10500 1890000
0, =200 40000 C, = 11000 2200000
0, =210 44100 C,, =11200 2352000
0,, =200 40000 C,, =11000 2200000
0, =19 36100 C,, = 10800 2052000
12 12 12 12
>0,=2100 | Y07 =376600 | > C, =126500 | > O,C, =22282000
i=1 i=1 i=1 i=1

Irédto: Opracowanie whasne.
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Po powyzszych obliczeniach uktad (12) przyjmuje postac:

126500 = 2100C, +12C;
22282000 = 376600C , +2100C,

i jest on uktadem liniowym o 2 niewiadomych. Rozwigzujac go otrzymujemy:

C,=1587,C =776282,

oraz funkcja kosztéw catkowitych ma postac:
C=15870+7762,62. (19)

(1,00) (18043)

Obliczmy wspotczynnik r, ktéry mierzy zaleznos¢ korelacyjng miedzy wielkoscia
produkgji a kosztami catkowitymi.

_ 12 _ 12
0 :iZQ,. :M:ns, C :iZC, _ 126300 10542,

125 12 s
ii(g -0y 2052565 ii(c -C)* =31016778
5" S VT ’

%i(g -0)") {éi(q —C)’} = 23456438362,5;
%i(Qi ~0)(C,-C)} =2252732883896.

Wdéwczas uwzgledniajac réwnanie (18) otrzymujemy:  *=096039 oraz
r=09799,

Wartos¢ r=09799 Swiadczy o tym, Ze istnieje silna zaleznos¢ korelacyjna miedzy
wielkoscig produkgji a kosztami catkowitymi. Sprawdzmy obecnie czy (estymator r
wspotczynnika korelacji £ ) wspotczynnik korelacji pomiedzy zmiennymi Qi Cistot-
nie rozni sie od pewnej liczby z przedziatu < -1, 1 >. W tym celu nalezy zweryfikowac
hipoteze: H,:p=0 przy hipotezie alternatywnej ,:p#0, tzn. ze zmienne Qi C s nie
skorelowane wobec hipotezy alternatywnej, ze zmienne Qi Csa skorelowane.

W tym celu rozpatrzmy wartos¢ statystyki t — Studenta:
r

t= n-2,

1=

przy n -2 stopniach swobody.
Podstawiajac do ostatniego wzoru obliczone » = 0,98 oraz n = 12 otrzymujemy:

P v YL
1-(0.96)’

Ustalajac poziom istotnosci « = 0,1 — z tablic # - Studenta uzyskujemy dla 10 stopni
swobody wartos¢ krytyczng f, =1812 Wobec tego, ze || =2143>1,, =1812, na poziomie
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istotnosci a =0, hipoteze H; moéwiacej o braku korelacji nalezy odrzuci¢ na korzys¢
hipotezy H,.

Sprawdzajac znaczenie statystyczne wspotczynnika stojagcego w réwnaniu regre-
sji (19) mamy:
1587

=1571
1,01

1=

Z tablic statystycznych dla jednostronnego testu krytycznego 7 z 10 stopniami
005 = 2,228 Wobec tego, ze | =15,71> 2,228 wiec
zmienna uzyta w réwnaniu regresji jest potrzebna przy prognozowaniu szacunkowej
wartosci kosztéw catkowitych. Podobnie korzystajac z tablic statystycznych rozkfadu
F - Snedecoradla #, =k=1 oraz »n =n—(k+1)=12-2=10, gdzie ilo§¢ zmiennych,

swobody oraz a = 0,05 dostajemy ¢

n - ilos¢ punktéw danych otrzymujemy przy jednej zmiennej dla poziomu istotnosci
a = 0,05 wartosc krytyczng F,; = 4,96. Podczas gdy wartos¢ obserwowana obliczona
przy pomocy pakietu STATISTICA 6.0 wynosi F' = 242,46.

Wobectego,ze F > F,,, uzyskaneréwnanie regresji jest uzyteczne przy progno-
zowaniu kosztéw catkowitych.

Wykorzystanie metody regresji wielorakiej do szacowania kosztow
catkowitych w przypadku produkgji
wielo—asortymentowej

Do szacowania kosztéw catkowitych w przypadku produkcji wielo—asortymen-
towej mozna réwniez zastosowaé metode regresji wielorakiej. Przyjmijmy, ze koszty
catkowite w przypadku produkcji wielo—asortymentowej przyjmujg postac

C= izixl. +S
i=1

gdzie S - koszty state, z; - jednostkowe koszty zmienne i — tego produktu.

Niech w n + 1 - wy miarowym rozktadzie wektora losowego [c,x,, x,..., X,], roz-
ktad warunkowy zmiennej losowej C dla danych ustalonych wartosci zmiennych loso-
wych niezaleznych x,.x,...x, bedzie rozktadem normalnym?:

N =(fx + X, +..+ B.x,+ f,.,,0). (20)
Wtedy funkcja regresji zmiennej C wzgledem zmiennych x,,x,....x, jestfunkcja linio-
wa wielowymiarowa postaci:

g(x,x,,..,x,) = E(C| X, =x|*’Xz = 'x2*""5Xn = xn*) = ﬂl‘xl* +/62x2* +“‘+ﬁnxn* +Ba-

7 Pordwnaj: J. Gren: Statystyka matematyczna, PWN, Warszawa 1987; H. Kowgier: Elementy rachunku prawdopodobienistwa i statystyki na przykta-
dachz ekonomii, WNT, Warszawa 2011.

Zeszyty Naukowe ZPSB Firma i Rynek 1/2012 21




Jezeli parametry B(<i<n+1) nie sg znane, to mozna je oszacowa¢ metoda naj-
mniejszych kwadratéw na podstawie L elementowej proby prostej (x,.x,....x,.C;) dla
i=123,.,L gdzie L>n.Wtedy otrzymujemy :

xll le xln ] Cl
X= xZI x22 x2n ,C= C2 (21 )
xl_l xI_Z e xl_n 1 CL

Natomiast funkcja a , ktéra nalezy minimalizowac jest postaci:
A:i(c,. — By = BoXiy = fB,1)* = minimum . (22)
Funkcje A, ktora jest formg kv()zédratowq, mozna napisa¢ w postaci macierzowej:
A=CTC-2C"XB+pT X" Xp. 23)

Przy zatozeniu, ze x,,x,....X, s3liniowo niezalezne mozna wykazac¢, ze x’x - jest
dodatnio okreslona macierzg nieosobliwa posiadajaca macierz odwrotna.
Rézniczkujac A wzgledem wektora p dostajemy:
%A =2XTC+2X"Xp. (24)
Poréwnujac otrzymany wektor do wektora zerowego otrzymujemy:
2X'C=2X"Xp. (25)
Oznaczajac przez z wektor ocen szacowanego wektora sz a nastepnie mnozac lewo-
stronnie rbwnanie macierzowe mamy:

X'X)'X'C=(X"X)"'"X"X)z =z (26)

gdzie z — szukany wektor jednostkowych kosztéw zmiennych i kosztow statych.
Otrzymana zaleznos¢ teoretyczng, wykorzystamy teraz bezposredniow praktycz-
nych obliczeniach.

Przyktad empiryczny dotyczacy produkji wielo — asortymentowe;j

W pewnej firmie produkujacej 3 asortymenty w ilosciach sztuk x,(1<i<3) w po-
szczegodlnych miesigcach danego roku - koszty catkowite ¢, <i<3), po uwzglednie-
niu inflacji ukazuje tabela 3:

Stosujac pakiet STATISTICA 6.0, uzyskujemy na bazie tabeli 3 nastepujaca zalez-
nosc¢ opisujaca koszty catkowite ( trzywymiarowe réwnanie regresji):

€ =371,81x, +457,29x, +486,81x, +178191,94, @7

(119,08) (93,19) (167,53) (459974)
gdzie wektor z przyjmuje postac:
37481
457,29

486,81
178191,94
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Tabela 3.

Miesige | x;(sztuk) | x;(sztuk) | x; (sztuk) | Ci(zh)

1 180 240 320 510000
2 200 210 300 500000
3 160 200 280 460000
4 180 190 290 470000
5 200 200 300 490000
6 210 190 280 470000
7 160 140 280 440000
8 200 210 290 495000
9 190 200 270 480000
10 200 210 290 490000
11 180 200 300 485000
12 160 140 280 440000

Zrodto: Opracowanie whasne.

oraz wspotczynnik dopasowania otrzymanego modelu do danych rzeczywistych wy-
nosi:

R*=095,
co oznacza silng zalezno$¢ miedzy wielkoscig produkgji a kosztami catkowitymi.

Ponadto standardowe btedy szacunku parametréw strukturalnych modelu wyno-
sz3:

D(z) =119,08 , D(z,) = 93,19, D(z,) = 167,53, D(S) = 45997,4.

Aby zbada¢ istotno$¢ statystyczng otrzymanych parametréw, stosujemy w tym
przypadku test istotnosci # — Studenta. Najpierw obliczamy wartos¢ krytyczng sta-
tystyki ¢ - Studenta. W naszym przypadku przy k = 8 stopniach swobody i poziomie
istotnosci « = 0,05, otrzymujemy: ¢, = 2,306 .

Z drugiej strony sprawdzianem testu, jest statystyka ¢ — Studenta liczona wedtug
wzoru:

Zl

" D()

(i=123).

_ 374381 —304 1 = 457,29 —490, 1 = 486,81 _
' 119,08 ® 93,19 P 167,53

Poniewaz

g}

oraz 314>2306 , 490>2306 , 290>2306, Wiec wszystkie zmienne uzyte w réwnaniu
regresji sg potrzebne przy prognozowaniu szacunkowej wartosci kosztéw catkowitych.
Poza tym w naszym przypadku liczba zmiennych « = & =3, k=n-(k+1)=8, gdzien =12
- liczba punktéw danych. Z tablic rozktadu F' - Snedecora, na poziomie istotnosci
a =005 oraz k, =3, k, =8, dostajemy: F,,;=4.07.

Na podstawie obliczen numerycznych pakietu STATISTICA 6.0 uzyskujemy, ze
F=5257. Wobec tego, ze F=5257>F,,, =407 uzyskane réwnanie regresji jest uzy-
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teczne przy prognozowaniu szacunkowej wartosci kosztéw catkowitych w poszcze-
go6lnych miesigcach przysztego roku. Przyktadowo dla zatozonego z goéry poziomu
produkgji: x =200,x, =220,x, =240 w styczniu przysztego roku otrzymujemy koszty cat-
kowite na poziomie:
C =374,81-200+457,29- 220 + 486,81-240 + 178191 = 470592.

Tak samo postepujac, mozemy oszacowac koszty catkowite w pozostatych mie-
sigcach przysztego roku, poniewaz jak wykazalismy na podstawie rozktadu F' - Snede-
cora rownanie regresji jest dla nas w tym celu uzyteczne i petni role prognostyczng .

Whioski koncowe

Powyzsze rozwazania pokazuja duza uzytecznos¢ stosowania metody regresji li-
niowej do szacowania kosztéw catkowitych zaréwno w przypadku produkcji jedno
- asortymentowej jak i wielo — asortymentowej. Oczywiscie nie jest to jedyna meto-
da, ktérg mozna stosowac przy szacowaniu kosztéw catkowitych. Czasami bardziej
efektywna moze np. okazac sie metoda regresji nieliniowe;j.

Some remarks on estimate total costs
Summary

In the paper has been showed on selected exemples how one may to estimate
well total costs by linear regress.
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