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Poprawa efektywnosci portfela aktywow
z wykorzystaniem optymalizacji hybrydowej

Streszczenie: W artykule oméwiono przyktad zastosowania hybrydowej procedury optymalizacji w doborze
struktury i spdtek do portfela inwestycyjnego. Pokazano w ten sposob, ze istnieja proste metody racjonalizagji
efektywnosci portfela, ktdre nie zawsze zwigzane musza by¢ z analiza techniczna czy fundamentalng. Wskazano
przyktad zastosowania specjalnej procedury optymalizacji, ktdry moze by¢ wykorzystywany w selekgji spotek do
portfela inwestycyjnego oraz doboru jego struktury. Ponadto, na przyktadach przedstawiono sposh dziatania
opisywanego rozwiazania do analizy struktury zbioru spétek, ktéry zostat poddany analizie.

Stowa kluczowe: analiza portfela inwestycyjnego, metoda optymalizagji, analiza techniczna, portfel inwe-
stycyjny, wartos¢ rynkowa

Wstep

Na warszawskiej GPW notowanych jest kilkaset spétek, co oznacza, ze z punktu widzenia
ryzyka inwestora, niezwykle wazne sa metody selekgji spotek do portfela inwestycyjnego.
Najczesciej stosowane metody doboru spotek do portfela oparte sa wylgcznie na analizie
cen akgji. Obliczenia zaprezentowane ponizej w oparte sa nie tylko o wyceny akgji, ale takze
ich stopy zwrotu i r6zne miary ryzyka. Pozwalaja wiec na optymalizacje portfela poprzez
rozwigzanie zadania programowania liniowego, ale czesciej programowania nieliniowe-
go (zwykle wypuktego). Dobdr spétek do portfela moze by¢ takze wykonany w oparciu
o wskazniki finansowe charakteryzujace spotke gietdowa, a metody wykorzystywane
w takiej selekcji s metodami wielowymiarowej analizy danych.

Metody wielowymiarowej analizy danych, przede wszystkim dzieki rozwojowi narzedzi
komputerowych, sa niezwykle wazne we wspotczesnej nauce, szczegdlnie w medycynie,
biologii, genetyce, ekonomii i w wielu innych dziedzinach, a ich duza skutecznos$¢ i przy-
datnos¢ znalazta juz powszechne uznanie. Zwré¢my uwage - dla przyktadu — na analize
dyskryminacyjna, ktéra stosowana jest od wielu lat w naukach przyrodniczych oraz do celu
prognozowania upadtosci przedsiebiorstw [Altman 1968; Morrison 1990].

Rozwdj nowoczesnych technologii (przede wszystkim informatycznych i komunika-
cyjnych) spowodowat zmiane podejscia do wiekszosci probleméw finansowych i kreacji
wartosci firm, dajac podstawy tzw. nowej ekonomii, a wiec gospodarki zglobalizowanej
i opartej na wiedzy.
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Budowa modelu symulacyjnego - teoria portfelowa Markowitza

Budowa portfela inwestycyjnego jest przyktadem rzeczywistego systemu wspomagania
decyzji, a wiec jest systemem klasy SWD (ang. Decision Support System) zbudowanym na
bazie teorii przedstawionej przez Markowitza [w: Markowitz, et al., 2000]. Ponizej pokazane
zostanie wykorzystanie teorii Markovitza, ktéra wyeliminuje zjawisko  krétkiej sprzedazy”
(szczegdlnie niebezpieczne dla poczatkujacych graczy), przy czym poréwnane zostana
obliczenia wykonane w oparciu o metode mnoznikéw Lagrange’a oraz wyniki uzyskane
przy zastosowaniu hybrydowej metody optymalizacji.

Zaktadamy, ze na portfel inwestycyjny sktada sie K r6znych waloréw (W), okreslonych
przez:

* W, —oczekiwana stopa zwrotu z waloru,

« 0, - odchylenie standardowe waloru, ktére jest analogiem ryzyka inwestycyjnego,

jesli za podstawe miary ryzyka przyjmiemy zmiennos¢ notowan waloru.

Dla kazdego waloru okresli¢ musimy takze jego wzgledny udziat w catym portfelu,
oznaczany jako: x..

Strukture portfela opisujg wiec wagi xi, spetniajgce warunek:

K
> -

i=l1
Dla kazdej pary waloréw okreslimy tera nastepujace wspotczynniki:
(o wspotczynnik korelacji walorow i, j,
o, - kowariancja waloréw i, j= P, 0,0
Maaerz kowariancji da sie zapisa¢ w postaci:
Oy T1x
E':K}C}C:l = H H ]

Oy ™ Ox

Dla kazdego portfela mozemy tatwo okresli¢ oczekiwana stope zwrotu, jako sume

wazong o postaci (3):
K
» er.”*e )

i=1

oraz jego wariancje, rozumiang jako wariancja waloru, ktéry odpowiadatby strukturze
portfela bedac walorem jednostkowym wedtug wzoru (4):

K E K
=inzcr +2 Zx (4)

i=1 i=1 j=i
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Pamietac jednak nalezy, ze wariancja jest jednoczesnie miarg ryzyka portfela, ktore
rozumiemy jako relacje: wieksza zmienno$¢ < wieksze ryzyko.
Zadanie optymalizacji portfela zapiszemy wiec mozemy nastepujaco:

s K K K
g, =sz‘a':‘ +EZZ:¢E:€} = imm
i=1 =1 j=i
K
4 = XL
Hy if (5)
i=1
K
Y-
L .

Zaleznosc (5) jest poprawnie zdefiniowanym zdaniem optymalizacji, przy zatozeniu,
ze W, jest statg wartoscig, czyli narzucong przez nas oczekiwang stopg zwrotu, dla ktérej
poszukujemy portfela o minimalnej wariancji, czyli o minimalnym ryzyku. W zapisie ma-
cierzowym zagadnienie to przyjmuje nastepujaca postac:

2 _ yT -
g, =X E,:mex?mm

6)
t, =X
XT:L,:MK} =1
przy czym:
X =[x xg]T
B = [F’l ﬂ;r:]r
1=11 1]7

Zadania optymalizacji wymagaja opisania ograniczen, definiujacych obszar dopusz-
czalnych poszukiwan, co w naszym przypadku sprowadza sie do postaci,G(x)=0" a to
mozemy z kolei zapisa¢ nastepujaco:

r:r:?,=XTEX—>min
X
_wTy =
Hy — X =10 7)

1= X155 =0
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Rozwiazanie rzeczywistego zadania optymalizacji

W teorii ztozonosci obliczeniowej za kryterium praktycznej ,obliczalnosci” algorytmu
przyjeto odpowiedzZ na pytanie, czy liczba operacji, jakie wykonuja, da sie ograniczy¢
wielomianem zaleznym od rozmiaru przestrzeni danych. Algorytmy o opisanych tu wta-
$ciwosciach nazywane sg algorytmami wielomianowymi, a klasa probleméw, dla ktérych
algorytmy takie istnieja jest oznaczana symbolem P.

Niestety, dla duzej liczby waznych problemoéw nie udato sie dotychczas skonstruowac
algorytméw wielomianowych, co gorsza znaleziono wiele przestanek wskazujacych, ze
problemy te nie naleza do klasy P, czyli, ze algorytmy wielomianowe dla nich nie istnieja.
Takie problemy nazywa sie problemami (zadaniami) NP-trudnymi.

Niektore zagadnienia (np. problem plecakowy) maja rozwigzania w postaci algorytméw
klasy P jedynie, gdy przyjmie sie pewne dodatkowe zatozenia, al. zatozenia te wptywaja
zazwyczaj na ksztatt funkgji celu lub ograniczen i zaktadajg, ze optymalizowane zadanie
da sie wprost opisa¢ analitycznie.

W praktyce obliczeniowej, z optymalizacyjnym problemem NP-trudnym mozna spo-
tkac sie stosunkowo czesto, jak chocby z szeroko opisanym problemem komiwojazera
(TSP — ang. Traveling Salesman Problem). Mamy z tym algorytmem do czynienia nie tylko
w zadaniach logistycznych (optymalizacja transportu), ale rowniez w produkgcji uktadéw
VLS|, czy tez przy niektérych problemach optymalizacji zarzadzania.

Klasycznym rozwigzaniem w takim wypadku jest zastosowanie metod heurystycznych,
czesto o gwarantowanej jakosci, czyli takich, w stosunku do ktérych udowodniono mate-
matycznie, ze osiggniety wynik nie jest gorszy o wiecej niz o konkretny czynnik (norme) od
rozwigzania optymalnego. Istnieje rowniez grupa algorytmow, ktérych wyniki poprawiane
sq wraz z kazda kolejna iteracja. Niewatpliwa zaletg takich algorytmoéw jest akceptowalny
czas dziatania, na ktéry mamy wptyw ograniczajac zagdang doktadnos¢ obliczen.

Dla pewnych algorytméw wada jest brak jakichkolwiek gwarancji jakosci znalezionego
rozwigzania. Jakos¢ algorytmu szacuje sie zwykle na podstawie poréwnania wynikéw,
jakie on produkuje z pewnym ,wzorcowym” zestawem danych benchmarku lub z wynika-
mi innych algorytmdw, jak tez obserwujac proces zbieznosci produkowanych rozwigzan
w czasie. Jedli wzorcowy zestaw nie jest reprezentatywny, to wycigganie na tej podstawie
whnioskéw co do zachowania sie badanego algorytmu na innych zestawach, niekoniecznie
znajduje uzasadnienie.

Rozwigzania suboptymalne

W podejsciu formalnym, oczekiwanym efektem kazdej optymalizacji jest znalezienie
punktu globalnego ekstremum badanej funkgji. W praktyce zadowalajagcym rozwigzaniem
sq juz tzw. rozwigzania suboptymalne (DeJong, 1991). Wynika to z faktu, ze w przypadku
rozwigzywania wielu rzeczywistych zadan (szczegélnie ekonomicznych czy biologicz-
nych) i podejmowania rzeczywistych decyzji, pod ocene nie jest brany fakt osiggniecia
$cisle najlepszego z mozliwych efektéw, a pozycja proponowanego rozwigzania na tle
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rozwigzan konkurencyjnych lub juz stosowanych. Nalezy tez wzig¢ pod uwage fakt, ze
rozwigzanie suboptymalne (a wiec zadowalajace, ang: VtR - Value to Rich) moze zostac
znalezione w znacznie krétszym czasie i przy uzyciu nierzadko znacznie prostszych metod
i narzedzi. Zatem celem optymalizacji nie musi by¢ sciste dazenie do perfekgji, lecz dgzenie
do poprawy pozycji biezacej na pozycje lepsza, czyli zdobycie przewagi konkurencyjnej

Benchmark - rozwiazanie analityczne

Dla zadan minimalizacji funkcji danych w powyzszej postaci (kwadratowa funkcja celu
i liniowe ograniczenia w postaci réwnosci) mozna - na szczescie — zastosowac analityczng
metode obliczania rozwigzan zwana metoda Karush-Kuhn-Tucker’a.

W kroku pierwszym tej metody nalezy okresli¢ funkcje Lagrange’a dla uktadu réwnan,
ktéra dla tak postawionego zadania przyjmuje postac (8):

LAX) =X ZX+4,(1-X"1) +2,(p, — X"p) ®)

Jak widag, jest to funkcja celu (wariancja naszego portfela) zdodanymi do niej warun-
kami brzegowymi, ktére sa zdefiniowane jako zerowe. Dlatego, szukajac ekstremum funkgji
Lagrange’a znajdziemy jednoczesnie ekstremum funkgji celu.

Zgodnie z procedurg obliczamy gradient funkcji Lagrange’a (grad L — wektor pierwszych
pochodnych funkgji), czyli funkcje Lagrange’a rézniczkujemy wzgledem kazdej ze zmiennych.

Pamietac nalezy, ze warunkiem koniecznym (cho¢ nie wystarczajacym) istnienia eks-
tremum w x, jest:

« réwnos¢ grad L w punkcie x, z wektorem zerowym,

« zerowa wartos¢ funkcji warunkéw brzegowych w punkcie x

Przy poczynieniu tych zatozen otrzymujemy ukfad macierzy (9):

0 o0 1 1 1
0 0 om0 oEg My

Fr=[A, A X]{1 py 20,7 = 2a0,|=|0 9
L pg 20g -+ 208 0

Z powyzszej rownosci tatwo juz wyznaczymy wagi portfela (ale i wspdtczynniki Lagran-
ge'a), czyli rozwigzanie danego problemu optymalizacji, pod warunkiem, ze macierz jest
dobrze okreslona. Mamy wiec:

iqr0 o 1 - 1 71t
B, |10 0 L

r=[A 4L X]l=|0o|[1 p 20 - 204 (10)

-

0L pp 20y v 20y
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Niestety otrzymany punkt moze nie by¢ jednak punktem ekstremum, a jedynie tzw.
punktem siodtowym. Tak wiec rozwigzujac zadanie znalezlismy jedynie wagi portfela, dla
ktorych gradient funkcji Lagrange’a jest zerowy. Wykorzystujac nastepnie tzw. hesjan obrze-
zony badamy warunek wystarczajacy istnienia ekstremum w wyznaczonym punkcie. To
dopiero pozwoli nam ustali¢ jednoznacznie, czy znaleziony punkt to w istocie minimum,
maksimum czy tez punkt siodtowy.

Gradient (macierz pierwszych pochodnych L), przyjmuje (po wytaczeniu A, A, x,...x, )
nastepujaca postac:

0 0 1 e 1
L
y=[hAhX]1 py o - o an

1 pg Oy = Oy

Macierz Hessego (czyli macierz drugich pochodnych L) ma wiec bardzo podobna postac:

o 0 1 - 1

0 0 my - opg
1 pe Oy - G}{z

Oznaczamy teraz przez Hk odpowiedni minor gtéwny tej macierzy, czyli wyznacznik
macierzy ztozonej z k pierwszych wierszy i k pierwszych kolumn macierzy Hessego.

Zgodnie z twierdzeniem, jesli w punkcie P(x, 7\0):

jest spetniony warunek konieczny

oraz dla kazdego k=(m+1) ... K zachodzi (_lijk (P] = D(_l:]mHk (P:] = D,
gdzie m to liczba warunkéw brzegowych (w naszym przypadku 2), to w punkcie P(x, )\0)
funkcja celu osigga minimum warunkowe.

Testowanie skutecznosci wybranego podejscia na problemie praktycznym

Jako zrédto danych badawczych wykorzystano baze notowan ciagtych Gietdy Pa-
pierow Wartosciowych w Warszawie (wszystkie spétki notowane w podanych ponizej
okresach). Dane gietdowe byty przetwarzane przy wykorzystaniu metod przedstawionych
w (Twardochleb, et al., 2009).

Notowania zebrane zostaty z nastepujacych okreséw:

« Styczen-grudzien 2007,

« Styczen-grudzien 2008,

« Styczen-grudzien 2009.
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Badanie zostato przeprowadzone na przyktadzie systemu wspomagania decyzji inwe-
stora i polegato na:

Wyborze 5 waloréw sposréd dostepnych na gietdzie (wybér przez inwestora lub
losowy),

Wyznaczanie wspoétczynnikéw portfela minimalnowariancyjnego wedtug teorii
Markowitza metoda Lagrange’a

Wyznaczenie wspdtczynnikéw portfela za pomoca proponowanego hybrydowego
algorytmu optymalizacji,

Poréwnaniu otrzymanych wynikéw i wyciggnieciu wnioskéw.

Szablon wynikéw

Procedura testowa zostata wykonana 450 razy, po 150 razy dla kazdej z grup danych
testowych (za lata 2007, 2008, 2009).
Wyniki kazdej procedury testowej byty prezentowane w formie tabeli:

Tabela 1. Tabela z przyktadowymi wynikami procedury testow

| m, o cov X, X,
TPSA 0009 | 13783 191 237 08 799 564 0,484 0,446
EWPERIA 03153 | 284574  -2237 81054 189 16567 18056 0,006 0
TEX 00017 | 1227 08 1898 157 518 656 0,556 0,53
RAFAKO 0116 92109 799 6567 518 82 4228 | 0012 0,001
MO 00416 | 78512 564 18056 656 4228 6205 0,033 0
y= 2007 uP= 0,0015 0,0031
= 2 op= 0,6400 0,613

Irédto: Opracowanie wasne

Wyjasnienia:

Pierwsza kolumna zawiera wybrane walory inwestycyjne,

Kolumna m, - érednia oczekiwana stopa zwrotu na podstawie populacji,

Kolumna o, - odchylenie standardowe populacji,

Cov - macierz kowariancji, na przekatnej znajduja sie kwadraty odchylen standar-
dowych poszczegdlnych waloréw,

X_ - udziat poszczeg6lnych waloréw w portfelu, wyliczony metoda standardowa,
X,, — udziat poszczeg6lnych waloréw w portfelu, wyliczony proponowana metoda,
H,— oczekiwana wartos¢ zwrotu portfela,

0, - oczekiwane odchylenie standardowe portfela,

na czerwono oznaczone zostaty ,ujemne wagi portfela’, czyli wymaog krétkiej sprze-
dazy,

y — oznaczenie populadji, z ktérej pochodza prébki (rok),

z - liczba waloréw usunietych z portfela przez proponowang metode.
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Trzy przypadki charakterystyczne

Ponizsze zestawienia (tabele 2, 3 i 4 skonstruowane wedtug opisanego powyzej szablonu)
przedstawiaja trzy charakterystyczne przypadki, w ktérych efekt dziatania poréwnywanych
metod (tj. metody standardowej i metody proponowanej) rézni sie.

Tabela 2. Pierwszy przypadek charakterystyczny

| m, g, cov X X,

MONNARI -0,1028 7,3263 35,28 35,55 16,72 3,09 3,80 -0,049 [}
KOPEX -0,1565 9,3687 35,55 49,02 19,48 3,27 4,63 -0,045 [}
ATLASEST -0,0683 3,204 16,72 19,48 10,27 1,46 2,10 -0,042 (]
GASTELZUR -0,0101 0,8593 3,09 3,27 1,46 0,33 0,36 0,319 0,999
MIT -0,0126 0,8272 3,80 4,63 2,10 0,36 0,50 0,817 0,001

y= 2008 b= 0,0015 -0,0101

= 3 0= 0,2038 0,5760

Irédto: Opracowanie whasne

Tabela 3. Drugi przypadek charakterystyczny

m, 0, v X X,

KOLASTYNA -0,0009 0,1236 0,02 6,46 0,01 0,50 0,04 0,773 0,677
WIG-INFO 1,3072 ~ 140,1501 6,46 19586,68 22,02 1551,90 71,84 -0,001 6
PONAR -0,0010 0,239 0,01 22,02 0,06 1,63 0,14 0,256 0,323
DEBICA 0,135 11,7332 0,50 1551,90 1,63 137,42 4,95 0,002 6
MMPPL -0,0012 0,7826 0,04 71,84 0,14 4,95 0,61 -0,03 6
y= 2009 = -0,0015 -0,0009

= 3 0,= 0,1067 0,1382

Irédto: Opracowanie whasne

Tabela 4. Trzeci przypadek charakterystyczny

m, g, v X X,

COMARCH -0,0526 27,2189 741,61 5,36 40,03 59,71 -35,78 -0,008 0
NOWAGALA 0,0018 0,8609 5,36 0,74 2,78 0,56 5,55 1,065 0,978
VARIANT -0,0157 4,3157 40,03 2,78 18,54 117 37,52 -0,122 )
EFEKT -0,0142 4,0104 59,71 0,56 717 16,08 11,54 0,081 0,022
PAGED 0,0181 11,7379 -35,78 5,55 37,52 11,54 138,18 -0,016 )
y= 2007 = 0,0028 0,0014

= 3 0= 0,6043 0,8605

Irédto: Opracowanie whasne
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W demonstrowanych przypadkach proponowana metoda wyeliminowata ,krétka
sprzedaz’, co jest o tyle wazne, iz ,krétka sprzedaz’ jest operacja niebezpieczng, typowo
spekulacyjna. W konsekwencji zapewnita spetnienie natozonych ograniczen, a wiec udziat
zadnego waloru w portfelu inwestycyjnym nie spadt ponizej 0,0 i nie przekroczyt wartosci 1,0.

Tabela 5. Wyniki zbiorcze

z Liczba przypadkow Procent przypadkéw
0 3 0,7%
1 172 38,2%
2 182 40,4%
3 87 19,3%
4 6 1,3%

Irédto: Opracowanie wasne

z - liczba waloréw usunietych z portfela przez proponowana metode.
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Improving the efficiency of asset portfolio using hybrid
optimization

Summary: This paper discusses an example of using hybrid optimization procedures in the selection of the
structure and the assets in investment portfolio. Thus showing that there are simple ways to rationalize of the
portfolio effectiveness, which do not always have to be associated with technical or fundamental analysis. Indi-
cated an example of application specific optimization procedure that can be used in the selection of companies
in the investment portfolio and the selection of its structure. Moreover, the examples shows how the described
solution for the analysis of structure of a set of companies, which was analyzed.

Keywords: investment analysis, portfolio optimization method, technical analysis, portfolio investment
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