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Streszczenie

Celem tego artykutu jest ukazanie praktycznego wykorzystania metody martyngatowej dla proceséw ciagtych
do wyceny europejskiej opgji kupna wystawionej na akcje bez praw do dywidendy.

Stowa kluczowe: miara martyngatowa, model ciagty, wycena europejskiej opcji kupna.

Wiadomosci wstepne

Zanim przejdziemy formalnie do przyktadu dotyczacego wyceny opcji metodg martyn-
gatowg z czasem ciggtym, zdefiniujemy pojecie martyngatu, podane zostanie twierdzenie
o reprezentacji martyngatowej dla modeli ciagtych oraz wyprowadzony wzér Blacka-Scho-
lesa na cene europejskiej opcji kupna i sprzedazy.

Proces Z nazywamy martyngatem wzgledem miary Q i filtracji F, jezeli zachodza

warunki:
E°(|Z])<w,
NE(Z,|F)=2, v
r<t

Podobnie jak w przypadku dyskretnym' nalezy ustali¢ strategie replikujaca, umozliwia-
jacg wycene danego instrumentu X w dowolnej chwili t < T, gdzie T - termin wygasniecia.
W tym celu dodatkowo przyjeto, ze proces S, ceny akcji ma zmiennos¢ o, -

Strategia samofinansujaca (w przypadku ciggtym) portfela N, = (7, ,/1t) jest strategia
replikujaca — odtwarzajgca wartos¢ wypfaty instrumentu X, jezeli spetnione sg warunki

Ny =18, +4,C, =X (2)

T
[on dt <o )
0

' H. Kowgier, O wykorzystaniu do wyceny opdji twierdzenia o reprezentacji martyngatowej, Firma i Rynek 2/2007,
Szczecin 2007.

ZA. Weron, R. Weron, InZynieria finansowa 1998.

Zeszyty Naukowe FIRMA | RYNEK 2013/2(45) 17



gdzie

n, - liczba akdji,

A, - liczba obligacji.

Portfel samofinansujacy ma te wtasnos¢, ze zmiany jego wartosci w kazdej chwili t
zaleza jedynie od zmian waloréw znajdujacych sie w portfelu i nie wymaga dodatkowego
finansowania. Aby wyceni¢ instrument pochodny X, nalezy okresli¢ rynek z procesem ceny
instrumentu podstawowego, a nastepnie wykorzystujac prawa analizy stochastycznej
znalez¢ samofinansujaca i replikujaca strategie dla instrumentu pochodnego X.

Twierdzenie (o reprezentacji martyngatowej dla proceséw ciggtych).

Niech B, bedzie ruchem Browna wzgledem miary O, a Z, niech bedzie Q - mar-
tyngatem o takiej whasnosci, ze dZ, = odB, (o = (). Jezeli W, jest O-martyngatem, to
istnieje £, — prognozowalny proces 77 :

T
[o/n <0 @
Ooraz 0

T
W, =W, +[ndz, 5
0

Wykorzystanie powyzszego twierdzenia umozliwia poréwnanie dwéch Q - martyn-
gatow i znalezienie tzw. strategii zabezpieczajacej. Stosowanie strategii zabezpieczajacej
powoduje to, ze replikujemy wartos¢ wyptaty instrumentu finansowego w chwili jego
realizacji i prowadzi to do wyceny instrumentu finansowego.

Wzor Blacka-Scholesa na europejska opcje kupna lub sprzedazy mozna otrzymac na
kilka sposobéw. Nalezy do niej na przyktad metoda stochastycznych réwnan rézniczko-
wych czastkowych?® lub metoda martyngatowa. Wykorzystujac metode martyngatowg
cene Blacka- -Scholesa europejskiej opcji kupna wyraza wzor*:

(k)
Cps= efrT’EQ[maX{(ST -C,).0i]. (6)

gdzie

r - stopa procentowa wolna od ryzyka,
T - czas wykonania opdji,

C_ cena wykonania opcji,

QO - miara martyngatowa.

* D.C. Shimko, Finance in Continuous Time. A primer, University of Southern California, Kolb Publishing Company
1992.

4 A Weron, R. Weron, Inzynieria finansowa, WNT, Warszawa1998.
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Proces ceny S, mozna wyrazi¢ stosujac do tego celu ruch Browna E[ wzgledem pewnej
miary martyngatowej O, nastepujgco®:

dsS, = oS,dB, +(r —%az)Stdt (7)
lub réwnowaznie:

d(InS))=odB, +(r —%o-z)dt 8)

Ze wzoru (7) otrzymano:

= 1 B (o) B+ (r—Lo?)
InS =InS,+0B +(r——c?) t=1nS0+lnea e =InS,e e
2

wiec
S S O'E,Jr(r—%dz )t
PR (9)
Z wiasnosci ruchu Browna® rozktad zmiennej S, mozna przedstawi¢ jako rozktad in-
nej zmiennej Soefv“T’ gdzie zmienna N ma rozkfad taki sam, jak rozktad normalny
1
N(—EazT,JZT) , przy czym zachodzi:
1 202
—(x+=0°T)
e )
Ce e 2T dx

(10)

(k) _
Cp-s =e"E"[max{S,e""" -C,,0}]=

1 0
— S ex —
27[0_2T lng:!‘—(rTO

poniewazgdy S; 2C , to Soeﬁ”Tz C,przy N>In gw —rT.

0

x+10'2T

oT

Po podstawieniu z = — otrzymuje sie:

G\/% oraz dx=—dZO'\/T.

C
Ponadto jezeli X = In =*—7T tozachodzi:
0

xz—%O'zT—zaﬁ, dz =

C 1 2 1 S 1 2
—(n=2—yT—=—0c°T _ _1 2 In—>+(r-—oc)T
( S, ) 2 InC,+InS,+rT 5C T_ C, ( 5 )

zZ= = = 9

oT o T o T

® Ibidem.
% Ibidem..
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gdy X —> o to z — —o0. Uwzgledniajagc ostatnie zaleznosci, otrzymano:

(k) o+ T ¥y 70‘ﬁzflo‘2T ) —lzz
Css :—ﬁ '[ Soe 2 —CweflT e? .
27[0- T ln&-#(r—%azﬂ'
oJT
Zatem
(k) O'«\[ T - —o’ﬁz—lazT —lz2
Cps = —ﬁ I Soe 2 —CweirT e? =
2no’T In30 +(r—%o’2)T
oJT
+Hr-=o®)T O 4 (r——o*)T
S o 7O'x/72710'2T—72 C -7 o7 —izz
_ 0 2 we 2
= e dz— e? dz

| ve |

Poniewaz prawdziwe sg rownosci

—sz—fa T—EZ :—f(z+af)

oraz
ln&+(r—10'2)T 1n%+(r+%02)T

w

z+oNT = = +oT = >
o T o T

wiec mozna zapisac:

In—+(r+=oc°)T +(r——o°)T
(k) S oNT —122 C e—rT oNT _lzz
Cps =—- '[ e? dz——— I e? dz
N2 i N2 s
Wobec tego, ze
So +1 2
So 1 5 In Cw+(r 20 )
In—>+ (}" tEO' )T 1 oNT ne
F(— )= e? dz
o T 27 -
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jest dystrybuantg standaryzowanego rozktadu normalnego otrzymuje sie:

ln&+(r+10'2)T lni+(r—10'2)T
(k) 2 2

Cps =S, F(— y-C e F(— y  (13)
° AT T
Zaleznos¢ (13) jest wzorem Blacka-Scholesa na cene europejskiej opcji kupna odpo-
wiadajacej chwili t = 0. Wzdr ten mozna rozszerzy¢ na dowolna chwile t. Jezeliz €< ¢,T >,
to mozna napisac:

o‘EZ +(r—%o‘2 )z

S.=8,e (14)
Ponadto

— 1 - = 1
oB, +(V*562 )t oB.-0B, +(r7502 )(z—t)

G(E,E,)+(r%gz)(ﬁ)
0€ e =S.e =

=S (15)

V4

Stosujac wzor (15) przy z=T, cene instrumentu pochodnego, w tym przypadku euro-
pejskiej opcji kupna, w dowolnej chwili t mozna wyrazi¢ wzorem?:

(BB )+(r—3 0 XT-1)

(k)
Ci-s = CEmax {C, (S, =C,).0}| F]= " E¥max {S,e ~C.01]

Postepujac dla dowolnego t tak jak dla t = 0, wz6r Blacka-Scholesa ma postac¢ podobna
do zaleznosci (13):

“© ln%+(r+%0'2)(T—t) ln%+(r—%az)(T—t) (16)
Cps =S F| —= -C,e""F| —2
G—JT—I G—JT—I
lub krocej
(k) ;
Css =S,F(d,)-C,e"""F(d,) (17)
gdzie:
]ni+(r+%0'2)(T—t)
F d ) =F w s
(d oNT -t
lni+(r—%02)(T—t)
F(d,)=F U ,
oNT —t
d,=d —oNT—t,
7 Ibidem.
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przy czym w tym przypadku mozna przyja¢, ze cena kupna Blacka-Scholesa jest funkcja
trzech zmiennych: §,,C, oraz T —¢.

Strategie zabezpieczajaca w tym przypadku mozna otrzymac na przykfad za pomoca
portfela X, =(7,,4,),

gdzie: (k)
y = 0Cp-s
coas,
(k)
2,=C (Cs=1,8)=C(S,F(d)~C,e"""F(d,)~F(d))S,) =

=—e""C,e""""F(d,)=~e""C, F(d,) (18)

poniewaz zachodzi:
(k)
0Cs-s _i

225 (S,F(d)-C,e”""F(dy)=F(d,)

oraz warto$¢ portfela X, dana jest zaleznoscia:

(k) (k)
UN,)=nS +1C =F(d,)S,+C " (Css—F(d,)S,)C, = Cp-s 20)

Podobnie, wykorzystujac wzdér opisujacy tzw. parytet kupna-sprzedazy dla opcji europej-
skich, mozna znaleZ¢ cene Blacka-Scholesa dla europejskiej opcji sprzedazy:

(s) (k)
Css=Ce’""+Cps-8,=Ce’""+SF(d)-Ce"""F(d,)-S, =

=C,e"(1-F(d,)-S,(1-F(d) =

In S +(r—%o‘2)(7'—t)
g 1A Y SRR
=Ce "= [e ¥ dz-—— [ e? do)+
" N2r 2, N2 J

ln%+(r+%02 XT—t)

e L

1 o) _lzz 1 oNT—t _lz
—S(—J.e2 dz ———— I e?dz)=
t
N2 5, 27 b
© 1 © 1
1 12 1 Lo
—C e TN —— J'e Y dr-§,—— je 2 gr=

27 3 - Lo2y o) 2”1 S reLoryr

C, 3 nc—w+(r+5cr WT—t)
oNT—t oNT—t
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S, S,

+(r7%crz YT—t) lnC

w w

+(r+%o‘2)(T7t)

In

1 o~NT—t 7lzz 1 oNT—t 1,
e? dz—8,— | e? dz=

=C e " ""F(-d,)-S F(d,)

czyli
(s)
Css :Cwe_r(T_t)F(_dz)_SzF(_dl) (21)
gdzie:
1nSf+(r+;O'2)(T—l)
F(-d)=F| - u )
(=4, oNT —t
lng’+(r—;62)(T—t)
F(~d,)=F| -—=»

JJT—t

Do wyprowadzenia réwnania (21) wykorzystano tez nastepujace fakty:

© 1

1 2 © 7122 © 7122
—,—27[-[062 dz=1  gdyz ‘[ez dz:2Ie2 dz:2\/§: 21

-0 0

oraz

jako catka Laplace'a®. Ponadto, poniewaz wykres funkcji gestosci rozktadu standaryzowane-
go jest w tym przypadku symetrycznie rozmieszczony wzgledem rzednej poprowadzonej
z punktu z = 0, wiec zachodzi:

N 1
In—tt(rt = )(T—t
¢ HomgoI=1)

w

oNT—t _lzz 0 _122
j e? dz= Je 2 dz.
—o0

S 1
In=tt(rF =2 )Tt
C (rZ 5 NT-1)

w

oNT—-t
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Cena Blacka-Scholesa opcji sprzedazy dla t = 0 przyjmuje postac:

(s)
Css=C,e""F(-d,)—S,F(—d,) (22)

W przypadku europejskiej opcji sprzedazy strategia zabezpieczajgca dana jest portfelem:

(s) (s)
0Cs- W 0Cp-
B-S ,Ct I(CB,_S‘— B-S St)
as, : (23)

Nr :(77”/1,):

poniewaz zachodzi:

()

0Css 0 e
=—(Ce"""F(d,)-SF(d)=-F(-d
2, aS,( W€ (dy)—S,F(d)) (=d,) 24)

oraz
UM) =S, +AC. =—F(=d))S, +C " (Cas+F(=d)S,)C, = Cas 25

przy czym

3 =C (Cost F(=d))S,) = 7 (Coe T F(~dy) - S,F(~d,) + F(~d))S,) =

_ e_rt(cwe_rT+rtF(_d2 )) = Cwe_rTF(—dz) (26)

Przyktad empiryczny

Do symulacji wyceny europejskiej opcji kupna wystawionej na akcje bez praw do dy-
widendy wykorzystano twierdzenie o reprezentacji martyngatowej dla modeli ciggtych.
Utworzono dwa Q - martyngaty o postaci: e_”S, oraz E, = EQ(e_VTX | ) . Dzigkinim
mozna stworzy¢ F, - prognozowalny proces 77, oraz proces 4, = E, — ﬂte_r S,. Do obliczen
przyjeto czas wykonania opcji 7= 0,25 roku (3 miesigce), zmiennos¢ ceny akcji o =15%,
stope procentowa wolng od ryzyka r = 25%, cene wykonania opcji kupna C,, =36,00 zt

oraz skorzystano ze wzorow (17), (18) i (19).
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Tabela 1. Symulacja wyceny europejskiej opcji kupna za pomoca metody martyngatowej — model ciagty

(zas—numertygodnia | Cena akdji Et " Cena europejskiej :tpcji kupna Liczba akgji Liczba obligacji
St(zn ’ X, =e E, yr A,
(#)
0 40,00 6,19 6,19 0,98870 -33,358
1 41,50 7,467 7,506 0,997523 -33,715
2 39,50 5,284 5,34 0,984220 -33,189
3 38,48 4,086 4151 0,963270 -32,406
4 38,00 3,450 3,520 0,944080 -31,686
5 37,54 2,850 2,925 0,919240 -30,771
6 37,20 2,320 2,394 0,890700 -29,795
7 36,52 1,60 1,66 0,805100 -26,750
8 36,20 1M 1,16 0,735700 -24,435
9 37,30 1,84 1,93 0,916210 -30,769
10 38,40 2,64 2,78 0,993053 -33,558
1 39,00 3,01 3,19 0,99996092 -33,817

Irédfo: opracowanie whasne

Whioski koncowe

Podobnie jak w modelu dyskretnym w modelu ciagtym réwniez aktualizowany jest
portfel, ktdry zawiera 77; akcji oraz A, obligacji w celu zabezpieczenia sie przed ryzykiem
zmian cen instrumentu bazowego (akcji). W kazdym momencie dla 7 €< 0,7 sktadniki
portfela replikujacego opcje kupna ulegajg zmianie. Z tabeli 1 wynika, ze w pierwszym
tygodniu gdy cena akcji wynosi S, =41,50 zI, inwestor powinien mie¢ w swoim portfelu
17,=0,997523 akcjii A, =-33,715 obligacji po cenie opcji X, =7,506 zt. W drugim tygo-
dniu, gdy cena akgji wynosi S, = 39,50 zt, w sktad portfela inwestora powinno wchodzi¢
17, =0,98422 akcji, A, =-33,189 obligacji, po cenie opcji wynosi X, =5,34zt. Na spadek
wartosci opcji w drugim tygodniu wptywa obnizenie ceny instrumentu bazowego oraz
zmniejszenie sie czasu jaki pozostat do terminu wygasniecia opcji. Istotna zmiana zawar-
tosci portfela jest widoczna wéwczas gdy cena akcji wynosi 36,20 zt, czyli znaczaco zbliza
do ceny wykonania opcji, ktéra wynosi 36,00 zt. Wtedy portfel inwestora zawiera 0,735700

akcji oraz -24,435 obligacji.
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W ostatnich czasach procesy martyngatowe staty sie popularnym i efektywnym narze-
dziem badawczym stosowanym na rynku kapitatowym. Z uwagi na do$¢ ugruntowana juz
wiedze o martyngatach nalezy zywi¢ nadzieje, ze nieustannie bedzie sie poszerzat zakres
zastosowan tego pozytecznego narzedzia w naukach ekonomicznych.

THE EUROPEAN CALL OPTION PRICING — CONTINUOUS MODEL

Summary

In the article a method of using practically the martingale representation theorem for the European call option
pricing has been presented.

Keywords: martingale measure, continuous model, European call option pricing.
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